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1. はじめに 
波動関数の節面の数は波動関数の性格付けを

行う上で非常に重要な働きをする。例えば１次元

の調和振動子の波動関数においては、節面数は量

子数に等しい。一般の３次元のポテンシャルでは，

1 次元で見られる単純な関係は保障されないが[1]，
節面数が重要な数値である点は変わらない。 
図1,2に水素原子軌道関数4dxyの等数値面と節面

を示す｡この場合は節面は３個，正領域，負領域

はそれぞれ４個である｡ 

 
図１ 4dxyの等数値面   図２ 4dxyの節面 
 
実際の分子軌道計算において，節面数を数えた

り，節面数を用いて分子軌道を分類する場面は多

くは無かった｡理由の一つは計数が容易でない点

である｡我々は分子軌道の節領域（nodal region）
数を数えるプログラムを開発した。アルゴリズム

の概要を述べ，水分子、水素原子軌道関数、エチ

レンのリュードベリ型励起状態の帰属への適用

例を示す｡ 

2. 計数のアルゴリズム 
領域の数え上げは，画像処理の分野で３次元２

連結成分処理と呼ばれる方法を適用する[2]｡ただ

し，分子軌道を基底関数の線形結合で表すために

生ずる誤差の累積によるノイズの除去が必要に

なる｡以下に手法と手順を述べる｡ 
2.1 ラベル付け 
(1) １つ分子軌道を選び，空間を格子状に分割

し，格子点での値を計算する｡分子軌道法プログ

ラム gaussian の cube 形式でファイルに格納する｡ 
(2) 正の領域数を計測するために，格子点の値

が正ならば１，ゼロ以下ならば０とした２値画像

をつくる．０画素は背景となる｡ 

(3) 正領域の中で連結した領域がいくつある

かを調べるために，“ラベル付け“という手法を

適用する｡１の値を持つ格子点を１つ選びラベル

A をつける｡これに隣り合う 26 個の格子点のそれ

ぞれについて１であるかどうか調べ，１ならばラ

ベル A をつける｡次の格子点に移り，これの 26 近

傍が１の値を持ち，かつラベル A がついていない

場合は，この格子点にラベル B をつける｡このよ

うにしてすべての格子点にラベル付けを行なう｡

ラベルの種類数が正領域の領域数となる｡ 
(4) 負の領域数を計測するために，格子点の値

が負ならば１を，ゼロ以上ならば０とした２値画

像をつくり，(3)と同様の処理をして負領域の領域

数を計測する｡ 
2.2 収縮・膨張処理 
 2.1 で述べた処理では，誤った計測値を得るこ

とがある｡図３は，図 1,2 の原子軌道関数の原点を

通る x-y 平面上の２値画像で，白い部分が正領域

である｡この場合，2.1 のアルゴリズムでは正領域

数は１と計数される｡この不都合を訂正するため

に，収縮・膨張処理を行なう｡ 
(1) 正領域の境界の格子点を 0 と置き換えて，

2.1 のラベル付けを行なう｡図３は図 4 のようにに

なり正領域は 4 つの領域に分かれる｡ 

  
図３ 4dxy の２値画像     図４ 収縮処理     
 
(2) 1 つの正領域に接触する背景（図４では灰色

の部分）の格子点のラベルを正領域のラベルと同

一のラベルに付け替える｡ 
 以上で述べた「ラベル付け」，「収縮」処理は，

鳥脇グループによって開発された画像処理ライ

ブラリ「SLIP-3D」を利用した[3]｡ 
2.3 ノイズの除去 
分子軌道は多くの基底関数の線形結合で表され，

重層した数値計算の結果として得られる｡図５は

エチレン 3-1Au リュードベリ状態の MRCISD[4,5]
による 2b3g 自然軌道の等数値面図である｡(a)は
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10-3，(b)は 10-4である｡(b)では複数個の極小領域が

あり，計算誤差によるノイズと見るべきものであ

る｡この極小領域内の値のピーク値は，本来の領

域のピーク値より小さい｡ノイズとみなす基準と

して，各領域のピーク値の最大に比して 10-2以下

の小さな領域はノイズとみなす｡ 

  
(a) 10-3 (b)  10-4 
図５ 2b3g の等数値面 

3. 適用 

3.1 水分子 
 図６は平衡核配置における水分子を

STO-3G基底で RHF計算した場合の全 MOの等

数値面を-8au～+8au の範囲で表示している｡薄

い灰色を正領域，濃い灰色を負領域とする｡正

領域の数ｍ，負領域の数をｎとしたとき，分子

軌道の節領域数を NR(m,n)で表わすことにする｡

図６には７軌道の NR(m,n)の値も示した｡2a1 は

NR(1,1)で内側に負領域があることを示してい

る｡これと同一対称性を持つ軌道 3a1 が NR(2,1)
ではなく，NR(1,1)の値を持つのは等数値面図お

よび MO の係数から O 原子の 2pzの特徴をもつ

MO であると解釈できる｡また，1b2,1b1 も

NR(1,1)であり，それぞれ O 原子の 2py，2px の

原子軌道関数に対応し，1 つの節面をもつ軌道

である｡NR(m,n)，３D 図，AO の係数を用いて

MO の正確な構造を知ることができる｡ 
3.2 水素原子４ｆ軌道とエチレンのリュード

ベリ軌道 
エチレンのMRCISD[4,5]計算によるリュードベ

リ軌道の帰属に NR を適用する｡ 1B2g 励起状態の

低い方から４つの励起状態は 1b3uから 3b1u への

1 電子励起で表される｡図７は４個の励起状態に

おける 3b1u自然軌道（NO）の等数値面図を示す｡

CC 結合をｚ軸にとり，yz 平面に 4 つの H を置い

たときの yz 平面への投影図で，-40au～+40au の

範囲を図示した｡対称性 D2h の b1u は pzと f 関数の
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に限られる｡図 7 の形状から励起状

態の NO は順に，3pz ,4pz , 34
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である

と同定される｡一方，水素原子軌道の 3pz ,4pz , 
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の 節 領 域 数 は そ れ ぞ れ

NR(2,2),NR(3,3),NR(2,2),NR(4,4)である｡本プログ

ラムでは励起状態の NO のそれは，低い方から順

に，NR(2,2),NR(3,3),NR(2,2),NR(2,2)を与える｡３

状態の軌道の同定の妥当性が強化される例とな

っている｡4-1B2g については，4f 軌道ではなく分

子特有のリュードベリ状態であると推定される｡ 
1a1  NR(1,0) 2a1 NR(1,1) 1b2  NR(1,1)

   
3a1  NR(1,1) 1b1  NR(1,1) 4a1  NR(1,1)

   
2b2  NR(2,2)  

 

図６ 水分子軌道関数と領域数

 
1-1B2g 2-1B2g 3-1B2g 4-1B2g 

   

図７ エチレン 1B2gリュードベリ状態のMRCISD
計算による 3b1u NO 

4. おわりに 
分子軌道の節領域数を数え上げるプログラム

を開発し，適用例を示した｡節領域数は座標軸の

取り方に依存しないトポロジカルな量であるの

で，分子の回転や結合乖離の場合における異なる

幾何構造の分子間における対応関係を示す指標

となりうる｡CO 分子に適用し、分子軌道の分類や

性格付けに使えることを報告する。 
 ３D 画像処理ライブラリのソースコード，およ

びコメントを頂いた鳥脇グループに感謝する｡  
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