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AVX2を用いた倍精度BCRS形式疎行列と
倍々精度ベクトル積の高速化
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概要：高精度演算を用いることで Krylov部分空間法の収束を改善できるが，高精度演算はコストが高いこ
とが知られている．高精度演算の 1つに，倍精度を 2つ組み合わせて 4倍精度演算を行う倍々精度演算が
ある．我々は，Intelの SIMD拡張命令である AVX2を用いて BCRS形式の倍精度疎行列と倍々精度ベク
トルの積（DD-SpMV）の高速化を行った．AVX2を用いた CRS形式の DD-SpMVでは，各行で端数処理
などを必要とするが，BCRS形式は端数処理をなくし，メモリアクセスを改善できる．しかし，BCRS形
式は演算量が増加する．本論文では，AVX2に適した BCRS形式のブロックサイズと，増加した演算量と
端数処理の削減，メモリアクセスの改善効果のトレードオフについて示した．実験の結果，AVX2に最も
適したブロックサイズは 4×1であることが分かった．また，メモリアクセスの改善効果はサイズの大きい
問題ほど有効で，行列サイズが 105 以上のとき，演算量が 3.3倍以上になるケースにおいても，BCRS4×1
にすることで CRS形式の実行時間を約 45%に短縮できることを確認した．
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Abstract: High precision arithmetic can improve the convergence of Krylov subspace methods; however, it
is very costly. One system of high precision arithmetic is Double-Double arithmetic, which uses two double
precision variables to implement one quadruple precision variable. We accelerated double sparse matrix in
BCRS format and DD vector product (DD-SpMV) using AVX2. DD-SpMV in CRS format using AVX2
needs fraction processing each row. BCRS format which aligns the SIMD register’s length can eliminate
fraction processing and improve memory access. However, it may increase operations. In this paper, we have
shown that trade-off between increased operations and eliminated fraction processing and improving memory
access. In experimental results, we concluded that the best BCRS block size is BCRS4×1. The effect of
improving memory access in BCRS format depends on matrix sizes. When matrix size is more than 105, the
number of computations also increased to 3.3 times, and the elapsed time of DD-SpMV in BCRS4×1 can be
about 45% of that in CRS format.
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1. はじめに

物理シミュレーションの核であるKrylov部分空間法は，

丸め誤差の影響により収束に影響を受ける．収束の改善に

は高精度演算が有効だが，高精度演算は計算コストが高

い [1]．高精度演算をする手法の 1つに，倍精度変数を 2つ

用いて 1つの 4倍精度変数の値を保持し，4倍精度演算を

実行する倍々精度演算という手法がある [2]．倍々精度演
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算を扱えるソフトウェアとして，Liら [3]の XBLASがあ

る．これは倍々精度の密行列演算をサポートしており，入

出力データを倍精度，内部の演算を倍々精度として実装し

ている．

我々は，倍々精度演算を Intelの SIMD拡張命令である

Advanced vector extensions（AVX）[4]を用いて高速化し

ている．入力行列を倍精度とし，ベクトルを倍々精度と

して内部で倍精度と倍々精度の混合演算を実装した．こ

れまでの研究で，AVXを用いた Compressed row storage

（CRS）形式 [5]の倍精度疎行列と倍々精度ベクトルの積

（DD-SpMV）において，演算器性能がボトルネックである

ことが明らかになっている [6], [7]．また，AVXを用いた

CRS形式の DD-SpMVでは，端数の処理などが性能劣化

要因となっている．問題点を解決するために，我々は疎行

列の格納形式に着目した．

疎行列の格納形式の 1つである Block compressed row

storage（BCRS）形式 [5]は，疎行列を 0要素を含む r × c

の小密行列（ブロック）の集合として格納するため，ロー

ドの削減の効果があるが，ブロックが 0要素を含むために

データ量や演算量が増える [8]．我々は，ブロックサイズを

SIMDレジスタサイズに合わせることで端数処理などをな

くすことができると考えた．

Intelの SIMD拡張命令である SSE2は 1命令で 2つの

倍精度演算を同時に実行でき，AVXは 4つの倍精度演算を

同時に実行できる．Intel Haswellアーキテクチャの AVX2

は 1命令で 4つの倍精度演算を Fused-Multiply-and-Add

（FMA）命令で実行できる．FMA命令を用いることで倍

精度加算と乗算が 1命令で実行できるため，AVX2は理論

上 SSE2の 4倍，AVXの 2倍の性能が期待できる．

本論文では BCRS形式の倍精度疎行列 Aと倍々精度ベ

クトル xの積 y = Axを高速化し，端数処理などをなくし

たことによる効果について分析を行った．以下 2章で倍々

精度演算のアルゴリズムと実装，3 章で AVX2 を用いた

CRS，BCRS形式の DD-SpMVの実装，4章で数値実験，

5章でまとめを述べる．

2. 倍々精度演算

倍々精度演算は，Baileyが提案した “Double-Double”精

度のアルゴリズム [2]を用い，double-double精度浮動小数

aを a = a.hi + a.lo， 1
2ulp(a.hi) ≥ |a.lo|（上位 a.hiと下

位 a.loは倍精度浮動小数）とし，倍精度浮動小数 2つを

用いて 4倍精度演算を実装する手法である．なお，ulp(x)

は xの仮数部の “unit in the last place”を意味する．倍々

精度の四則演算は，Dekker [9]と Knuth [10]の丸め誤差の

ない倍精度加算と乗算のアルゴリズムに基づき，倍精度の

四則演算の組合せのみで実現できる．これから倍々精度演

算は，倍精度，倍々精度間の混合精度演算や，精度の切替

えが容易である．実装は小武守らの先行研究 [11]を基に，

倍々精度変数 aを，2つの倍精度変数 a.hi，a.loとして持

ち，倍々精度ベクトル xを 2つの倍精度配列 x.hiと x.lo

に格納することで，x.hiのみを用いれば，倍精度として扱

うことができるようにしている．

倍々精度浮動小数は，符号部 1 bit，指数部 11 bit，仮数部

104（52 × 2）bitからなる．これは，符号部 1 bit，指数部

15 bit，仮数部 112 bitからなる IEEE754準拠の 4倍精度

と比べ指数部が 4 bit，仮数部が 8 bit少ない．簡単に 4倍

精度を利用する方法の 1つに，Fortran REAL*16がある．

今回の実験環境において，Intel Fortran compiler 13.0.1を

用いて長さ 105 ベクトルの内積を 4倍精度演算で計算する

のにかかる時間は約 2.7 [ms]であるのに対し，倍々精度演

算では約 0.64 [ms]で，倍々精度演算は Fortran REAL*16

の 4倍精度と比べ約 4.2倍高速であることを確認した．

実際の反復解法ライブラリにおいて，多くの場合倍精度

の行列Aとベクトル bが与えられる．このとき，入力行列

Aは反復解法中で繰り返し使われ，値の変更はない．我々

のこれまでの研究 [6], [7]では，倍々精度ベクトルの内積計

算などの性能は，メモリバンド幅がボトルネックになるこ

とが明らかになっている．メモリへの要求量を削減するた

めに，疎行列Aを倍精度とし，倍精度疎行列Aと倍々精

度ベクトル xの積 y = Ax; DD-SpMVを行った．これに

より，データサイズを約半分にし，メモリへのデータ要求

を減らすことができる．

CRS形式の疎行列ベクトル積では，カーネル演算にお

いてベクトル x，yと，疎行列の列インデックス，要素の

値をメモリに要求する．倍精度の疎行列ベクトル積は演算

量が 2 flops（Floating point operations）で，ベクトルは

倍精度，列インデックスは 4 バイト整数型，行列の要素

の値は倍精度なので，1命令あたりのメモリへの要求量は

28 (bytes)/2 (flops) = 14 byte/flopである．

ベクトルと行列の要素の値を倍々精度としたとき，倍々

精度の積和演算の演算量は 21 flopsである．このとき，1

命令あたりのメモリへの要求量は 52 (bytes)/21 (flops) =

2.48 byte/flopとなる．ベクトルを倍々精度，行列の要素を

倍精度にしたとき，倍々精度と積和演算は 19 flopsからなり，

1命令あたりのメモリへの要求量は 44 (bytes)/19 (flops) =

2.32 byte/flopである．これは行列の要素を倍々精度とし

た場合と比べて約 7%少ない．

DD-SpMVの核である倍精度と倍々精度の積和演算は，

倍々精度加算（DD ADD）と，倍精度変数と倍々精度変数

の乗算（DD MULT）からなり，演算量は 19 flopsである．

DD ADDは倍精度加減算のみでなり演算数は 11 flopsであ

る．DD ADDのアルゴリズムを図 1 に示す．DD MULT

は FMA命令を用いた場合，倍精度加減算 3回，倍々精度乗

算 1回，倍精度 FMA命令 2回からなり，命令数は 6回，演

算数は 8 flopsになる．DD MULTのアルゴリズムを図 2

に示す．
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図 1 倍々精度変数の加算

Fig. 1 Double-Double precision addition.

図 2 倍精度変数と倍々精度変数の乗算

Fig. 2 Double and DD precision multiplication.

3. AVX2を用いたDD-SpMV

3.1 Intel AVX2

AVX2は，256 bit長の SIMDレジスタを 16本持ち，4つ

の倍精度変数に対して同時に FMA命令を使用できる [4]．

AVX2を用いた CRS，BCRS形式の DD-SpMVの実装に

おいて，ロード，ストアに用いる AVX2の組み込み関数命

令を表 1 に示す．

mm256 set pd (set)命令はデータのメモリ配置が非連

続な場合に使用する．これは 1 命令中に最大 4 回のラン

ダムアクセスが発生する可能性がある． mm256 load pd

(load) 命令はデータのメモリ配置が連続な場合に使用で

き，ランダムアクセスが最大 1回発生する可能性がある．

mm256 broadcast sd (broadcast)命令は 1つの倍精度浮

動小数を 256 bitの SIMDレジスタのすべての要素にロー

ドする．これはランダムアクセスが最大で 1回発生する可

能性がある．

3.2 CRS形式DD-SpMV

CRS形式 [5]は，疎行列の非零要素のみを圧縮して格納

する．疎行列の行列サイズをN，非零要素数を the number

表 1 DD-SpMV に用いる AVX2 のロード，ストア命令

Table 1 Intrinsics of AVX2 load and store instructions to im-

plement SpMV.

Intrinsics Description

mm256 set pd 4 double precision elements from

(set) 4 source memory address

mm256 load pd 4 way double precision load from

(load) source memory address

mm256 broadcast sd double precision elements from

(broadcast) source memory address to all

elements of destination register

mm256 store pd store 256 bit data from source

(store) register to destination memory

address

of non-zero elements（nnz）としたとき，以下の 3つの配

列からなる．

( 1 ) 非零要素の値を格納する長さ nnzの倍精度配列 value

( 2 ) 配列 valueに格納された非零要素の列番号を格納する

長さ nnzの整数配列 col ind

( 3 ) 配列 valueと col indの各行の開始位置を格納する長

さ N + 1の整数配列 row ptr

我々は，以下の 3つの関数を用意した．

• 倍精度変数 aと倍々精度変数 xの乗算の結果を倍々精

度変数 yに加算する “DD ADD MULT”関数

• AVX2において各行で発生する端数（1，2，3）を処理

する “fraction processing”関数

• AVX2のレジスタ内の 4つの要素を DD ADDを用い

て倍精度変数に足し込む “reduction”関数

“DD ADD MULT” 関数は，DD ADD と DD MULT か

らなる．“fraction processing” は，set 命令の引数に対

し，計算する要素数が 4 になるように 0 を代入し，

“DD ADD MULT” 関数を用いて端数処理を行う．“re-

duction”は，DD ADDを 3回用いてトーナメント形式で

レジスタ内の要素を総和する．

AVX2を用いて CRS形式の DD-SpMVを計算するコー

ドを図 3 に示す．AVX2を用いた CRS形式の DD-SpMV

では，端数処理，yへの総和計算が発生する．また，ベクトル

xのロードには set命令を使う．なお，mm256 setzero pd

命令は，レジスタの各要素に 0を入れて初期化を行う命令

である．

3.3 BCRS形式DD-SpMV

BCRS形式は，疎行列を 0を含むサイズ r × cの小密行

列を用いて格納する．すべての要素が 0 となるブロック

は作成しない．生成されるブロックの数を the number of

blocks（blk）としたとき，BCRS形式の疎行列は以下の 3

つの配列からなる．

( 1 ) ブロック内の要素の値を格納する長さ blk× r× cの倍
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図 3 AVX2 を用いた CRS 形式の SpMV

Fig. 3 SpMV in CRS format using AVX2.

図 4 CRS 形式から BCRS 形式への変換

Fig. 4 Convert from CRS to BCRS format.

図 5 AVX2 を用いた BCRS1×4 形式 SpMV

Fig. 5 SpMV in BCRS1×4 format using AVX2.

精度配列 bvalue

( 2 ) 配列 bvalueに格納されたブロックの開始列番号を格

納する長さ nnz/cの整数配列 col bptr

( 3 ) 配列 bvalueと col bindの各ブロック行の開始位置を

格納する長さ (N + 1)/rの整数配列 row bptr

CRS形式を BCRS形式に変換するアルゴリズムを図 4

に示す．実装は，SPARSKIT [12]を参考にした．

BCRS形式において，ブロックサイズをAVX2のレジス

タサイズに合わせた 4にすることで，端数処理をなくし，

レジスタブロッキング [13]の効果が得られる．

ブロックサイズが r = 1，c = 4の BCRS1×4のコード

を図 5 に示す．AVX2を用いた BCRS1×4の DD-SpMV

は端数処理が発生しないが，yへの総和計算が発生する．

図 6 AVX2 を用いた BCRS4×1 形式 SpMV

Fig. 6 SpMV in BCRS4×1 format using AVX2.

また，xのロードは load命令で行われる．

次に，ブロックサイズが r = 4，c = 1のBCRS4×1のコー

ドを図 6に示す．AVX2を用いたBCRS4×1のDD-SpMV

は端数処理も yへの総和計算も発生しない．また，xのロー

ドは broadcast命令で行われ，iループが 4段飛ばしになる

ことで，yへのストアが CRSや BCRS1×4の 1/4となる．

3.4 BCRS形式のブロックサイズごとの特徴

3.3節のコードから，AVX2を用いた BCRS形式の DD-

SpMVにおいて BCRS形式のブロックサイズを変化させ

たとき，以下のような特徴を持つことが分かる．

( 1 ) r × cが 4の倍数のとき，端数処理が不要

( 2 ) cが 4の倍数のとき，端数処理，xのロードに set命令

が不要

( 3 ) r が 4の倍数のとき，端数処理，yの足し込み，xの

ロードに set命令が不要

CRS形式と，r× cが 4である BCRS1×4，2×2，4×1の

特徴を表 2 に示す．ブロックサイズが大きいほどループ

アンローリングの効果が得られるが，ブロックに 0を含む

ことにより発生する BCRS形式の演算量の増加は，最大で

r × c倍になるため，演算量の増加を発生させやすくなる．

また，BCRS2×2は，r × cが 4だが，端数処理の削減と

メモリアクセスの改善効果しかないため，効果はとぼしい

と考えられる．

BCRS1×4は，BCRS4×1と比べ yへの足し込みを各行

で必要とするため BCRS4×1と比べ性能が劣ると予想され

るが，疎行列の構造によっては演算量の増加量が異なり，

BCRS4×1と比べ高速になる可能性がある．

4. 数値実験

4.1 実験環境

使用した CPU は Intel core i7 4770 K 3.4GHz 4core

8threads（haswell），キャッシュサイズは 8 MBである．メ

モリは 16 GB DDR3-1600 dual channelで，メモリバンド

幅は 12.8 × 2 = 25.6 GB/sである．

OSは CentOS6.4で，コンパイラは Intel C/C++ Com-

piler 13.0.1，コンパイラオプションは最適化を行う “-O3”，

AVX2を有効にする “-xCORE-AVX2”，OpenMPを有効
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表 2 各行列格納形式の特徴

Table 2 Feature of each matrix storage format.

loading x fraction processing reduction storing y maximum increasing computation

CRS set each row each row each row none

BCRS1×4 load none each row each row ×4

BCRS2×2 set none double space double space ×4

BCRS4×1 broadcast none none quadruple space ×4

表 3 BCRS 形式の効果 [ms]

Table 3 The effect of BCRS format [ms].

CRS BCRS1×4 BCRS4×1

test(32) 2.75 2.14 1.88

test(33) 3.15 2.33 2.11

化する “-openmp”，命令の並べ替えを抑制し精度を保つ

“-fp-model precise” を用いた．OpenMP のスケジューリ

ング方式は，“guided”を用い，実験はすべて 4スレッドで

行った．

実験には，2種類の疎行列を用いた．1つめは，The Uni-

versity of Florida Sparse Matrix Collection（フロリダコ

レクション）[14]から得た非対称，行列サイズ N > 104 を

満たし，各問題の行列サイズ N，非零要素数 nnz，平均非

零要素数 nnz/rowがすべて異なる 100問題である．

2つめは，

• if( 0 ≤ j − i < m ) aij = value

• else aij = 0

を満たす 1行あたりの非零要素数をmとした “test(m)”で

ある．また，実験結果は各行列ごとに 100回反復計測した

平均を用いた．

4.2 端数処理，yへの足し込みの影響

我々は，N = 105 の 2つの行列：“test(32)”，“test(33)”

を用いて，端数処理と yへの足し込みにかかる時間を評価

した．表 3 に，CRS，BCRS4×1，BCRS1×4の実行時間

を示す．

“test(m)”において，BCRS形式では最初の数行を除い

たすべてのブロックが 0を含まないため，演算量は CRS

形式とほぼ同一で，DD ADD MULT関数が “test(32)”で

は 8× 105回，“test(33)”では 9× 105回発生する．それ以

外の計算として，CRS形式は 105 回の端数処理と yの足

し込み，BCRS1×4は 105 回の yの足し込みが発生する．

テスト用行列 “test(32)”，“test(33)”を用いた結果から，

• BCRS1×4と CRS形式における “test(32)”の結果か

ら，メモリアクセスの改善効果は 2.75−2.14 = 0.61 [ms]

• BCRS1×4 と CRS 形 式 に お け る “test(32)” と

“test(33)”から，DD ADD MULT関数を除いた端数

処理 105 回のオーバヘッドは (3.15 − 2.75) − (2.33 −
2.14) = 0.21 [ms]

図 7 メモリアクセス性能

Fig. 7 Performance of memory access speed.

• “test(32)”における BCRS1×4と BCRS4×1の結果か

ら，yへの足し込み 105回にかかる時間は 2.14−1.88 =

0.26 [ms]

であると推定できる．これから，“test(33)” を用いた

CRS 形式の DD-SpMV において端数処理，y の足し込

みは全体の約 19%を占めていると考えられる．また，

BCRS 形式を用いることでメモリアクセスの改善効果

が得られ，“test(33)”において，BCRS4×1は CRSと比べ

2.75 [ms]/3.15 [ms] =約 67%まで実行時間を短縮できる．

4.3 メモリアクセスの影響

BCRS形式のDD-SpMVにおけるメモリアクセスの影響

を分析するため，1行あたり 32の非零要素を持つ “test(32)”

の行列サイズNを 104から 4.0×105まで 5,000ずつ変化さ

せた．図 7 に，CRS，BCRS1×4，BCRS4×1の実行時間

を示す．このとき，“test(32)”は 1.9× 104までキャッシュ

に収まる．

データはキャッシュが利用できるため 1度しかメモリか

ら読み込まないと仮定すると，CPUがメモリからロード・

ストアしたデータ量は倍々精度ベクトル x，y，倍精度の

value，4バイト整数型の col ind，row ptrまたは col bind，

row bptrである．

各行列サイズにおける計算時間と理論性能を比較する．

本実験環境のメモリバンド幅は 25.6 GB/s である．ベク

トル，行列の要素，インデックスのデータがキャッシュ

に収まる N = 104 のとき，CRS形式，BCRS4×1のデー

タサイズは約 3.6 [MB]，データがキャッシュに収まらな
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い N = 4.0 × 105 のとき，CRS 形式のデータサイズは

168 [MB]，BCRS4×1は約 167 [MB]である．

DD ADD MULTを構成する演算は，19演算中 11演算

は加算であるため，2 つの FMA 演算器が並列に動作せ

ず，演算に最大で 11 命令かかる．理論性能は，11 命令

で 44 flops計算できることを想定しているが，実際には 11

命令の間に 19 flopsしか計算されないので，DD-SpMVの

理論性能は 217.6 [GFLOPS]× 19/44 = 94 [GFLOPS]とな

る．CRS形式は yへの総和計算を必要とするため，演算

量は N× 33 + nnz× 19，test(32)では BCRS4×1の計算す

る要素数は CRSとほぼ等しいため，nnz × 19と仮定して

実行時間と比較すると，

データがキャッシュに収まるとき（N = 104）

• CRS形式は理論上 0.067 [ms]で計算できる．実行時間

は 0.28 [ms]で，理論性能の約 24%．データ転送速度

は 3.6 [MB]/0.28 [ms] = 12.9 [GB/s]でメモリバンド幅

の約 50%

• BCRS形式は理論上 0.064 [ms]で計算できる．実行時

間は 0.18 [ms]で，理論性能の 36%．データ転送速度

は 3.6 [MB]/0.18 [ms] = 20.0 [GB/s]でメモリバンド幅

の 78%

データがキャッシュに収まらないとき（N = 4.0 × 105）

• CRS形式は理論上 2.7 [ms]で計算できる．実行時間は

10.5 [ms] で，理論性能の約 26%．データ転送速度は

168 [MB]/10.5 [ms] = 16.0 [GB/s]でメモリバンド幅の

約 63%

• BCRS形式は理論上 2.5 [ms]で計算できる．実行時間

は 7.2 [ms] で，理論性能の 35%．データ転送速度は

168 [MB]/7.2 [ms] = 23.2 [GB/s]でメモリバンド幅の

90%

となった．CRS，BCRS4×1におけるキャッシュに収まる

ときと収まらないときのメモリ・演算器の理論性能との比

の変化は小さく，性能は演算器がボトルネックになってい

ると考えられる．

次に，スレッド数を 1，2，4 に変化させ，メモリへの

要求を増減させて評価を行った．BCRS4×1において，1，

2，4スレッドにおけるキャッシュに収まるときの実行時

間は 0.18 [ms]，0.33 [ms]，0.63 [ms]となった．2，4スレッ

ドのマルチスレッド化の効果は 1スレッドと比べ 1.9倍，

3.5倍である．キャッシュに収まらないときの実行時間は

24.5 [ms]，12.9 [ms]，7.2 [ms]となった．このとき，2，4ス

レッドのマルチスレッド化の効果は 1スレッドと比べ 1.9

倍，3.4倍である．

キャッシュに収まる，収まらないにかかわらず，並列化

の効果はスレッド数の増加に従って陽に増加している．こ

のことからも，性能はメモリ性能に制約を受けず，演算器

がボトルネックになっていると考えられる．

4.4 実問題への適用

フロリダコレクションの問題における BCRS1×4 の

DD-SpMVの実行時間の CRS形式との比を図 8 に示す．

BCRS1×4は CRS形式と比べ，最も時間のかかるもので

2.4倍，最も時間のかからないもので 0.4倍で，CRS形式

より実行時間が短縮できたものは 100問題中 80問題であ

る．また，CRSと比べ最大で 3.9倍の演算量となった．

BCRS4×1の DD-SpMVの実行時間の CRS形式との比

を，増加した演算量順にソートしたものを図 10に，行列サ

イズ N順にソートしたものを図 9 に示す．BCRS4×1は

CRS形式と比べ，最も時間のかかるもので 2.3倍，最も時

間のかからないもので 0.3倍で，CRS形式より実行時間が

短縮できたものは 100問題中 83問題である．また，CRS

と比べ最大で 3.9倍の演算量となった．

2番目に疎行列サイズが大きいN � 5.1×106，nnz � 108，

nnz/rowが 19.2の疎行列では，BCRS4×1において演算量

が 3.3倍に増加したが，実行時間は CRS形式で 212.7 [ms],

BCRS4×1で 95.2 [ms]で，BCRS4×1と CRS形式の比は

0.45倍と高い効果を得ている．このとき，1行あたり平均

図 8 BCRS1×4 の効果（BCRS1×4 と CRS の時間比）

Fig. 8 The effect of BCRS1×4 (BCRS1×4 compared to CRS).

図 9 BCRS4×1のメモリアクセスの改善効果（BCRS4×1と CRS

の時間比）

Fig. 9 The effect of smoothing memory access by BCRS4×1

(BCRS4×1 compared to CRS).
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図 10 BCRS4×1 の効果（BCRS4×1 と CRS の時間比）

Fig. 10 The effect of BCRS4×1 (BCRS4×1 compared to

CRS).

図 11 BCRS1×4 と BCRS4×1 の時間の比

Fig. 11 The elapsed time of BCRS4×1 compared to

BCRS1×4.

で 45の非零要素，11回のDD ADD MULTが増えている．

4.2節の推定より，CRS形式において端数処理と yへの足

し込みを 5.1× 106回行うのにかかる時間は約 24 [ms]であ

ることから，実問題において，BCRS形式にしたことによ

る効果の多くをメモリアクセスの改善効果が占めていると

考えられる．

また，図 9 から，行列サイズが約 105 以上のとき，

BCRS4×1 は CRS 形式よりも高速であることが分かる．

このことから，CRS形式においてサイズが大きい問題は

ランダムアクセスによって性能が低下しやすく，BCRS形

式のメモリアクセスの改善効果により高い効果を得られて

いると考えられる．

実問題において，BCRS1×4とBCRS4×1は，生成される

ブロック数が異なるため，ブロック数によってはBCRS1×4

の方が高速な場合があると考えられる．BCRS1×4 と

BCRS4×1 の時間の比を図 11 に，演算量の比を図 12

に示す．その結果，BCRS4×1は，BCRS1×4と比べ 100

問題中 94問題で高速で，演算量は CRSと比べ最大で 1.12

倍，最小で 0.85倍の演算量である．

次に，CRS形式と BCRS形式のブロックサイズの使い

図 12 BCRS1×4 と BCRS4×1 の演算量の比

Fig. 12 The number of computation ratio of BCRS4×1 com-

pared to BCRS1×4.

表 4 各形式の合計時間 [ms]．カッコ内は相対性能

Table 4 Total elapsed time of each storage formats [ms] (rela-

tive performance).

Total elapsed time The number of

the best matrices

CRS 730 (1.37) 14

BCRS1×4 880 (1.33) 4

BCRS4×1 540 (1.01) 82

The best combination 530 (1) 100

分けの必要性について考える．各格納形式のみで 100 問

題を計測した場合の合計時間と，格納形式を最適に組み

合わせた場合の合計時間を表 4 に示す．この結果から，

BCRS4×1のみで計測した場合の合計時間と各形式を最適

に組み合わせた場合の比は 1.01と小さい．

我々は，これらの結果を通して以下の結論を得た．

( 1 ) 問題ごとの BCRS1×4 と BCRS4×1 の演算量の差は

小さく，BCRS1×4は各行でベクトル yへの足し込み

を必要とするため，BCRS4×1と比べ効果が小さい．

( 2 ) 最も効果的なブロックサイズは BCRS4×1であり，格

納形式を最適に組み合わせた場合との比は 1.01倍と

小さい．

( 3 ) メモリアクセスの改善効果は問題サイズが大きいほ

ど有効であり，105 以上の問題において BCRS4×1は

CRS形式よりも高速である．

4.5 ブロック・アンローリング

本 節 で は ，BCRS4×1 を ア ン ロ ー リ ン グ し た ，

BCRS(4×1)×2 と，BCRS(4×1)×4 の効果について検証

する．

表 5 に，BCRS4×1，(4×1)×2，(4×1)×4のフロリダコ

レクション 100 問題における合計時間と，最も性能が良

かった個数を示す．

結果から，ブロック・アンローリングを行っても合計時
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表 5 ブロック・アンローリングの効果 [ms]

Table 5 The effect of block unrolling [ms].

Total elapsed time The number of

the best matrices

BCRS4×1 540 86

BCRS(4×1)×2 540 9

BCRS(4×1)×4 550 5

図 13 BCRS4×1 の変換時間と計算時間短縮のトレードオフ

Fig. 13 Trade-off of convert from CRS to BCRS and comput-

ing time.

間にはほとんど変化はなく，BCRS4×1において最も性能

が高かった個数は 86問題で，ブロック・アンローリング

は効果がない．

4.6 BCRSの生成コスト

CRSから BCRSに変換する時間と計算時間の短縮によ

るトレードオフについて述べる．反復解法において，疎行

列は使いまわすことが考えられるため，何試行行えば，CRS

から BCRSにしたことによる計算時間の短縮時間が，CRS

形式を BCRS形式に変換する時間を上回るかのトレード

オフの指標として，

• BCRSの変換時間 / (CRSの計算時間 − BCRSの計

算時間)

を用いて評価を行った．

図 13 に BCRS4×1において CRS形式より高速だった

フロリダコレクションの 83問題における BCRS4×1の変

換時間とのトレードオフを示す．結果から，BCRS形式の

変換時間は，多くの問題で問題サイズにかかわらず 100回

程度の反復で生成コストを回収でき，BCRS4×1による計

算時間の短縮効果とくらべ，生成コストは小さい．

4.7 BCRS4×1を用いた倍々精度 BiCGStab法

BCRS4×1 の反復解法への効果を確認する．解法は

BiCGStab法，収束条件は，1.0× 10−8とし，CRS，BCRS

形式のDD-SpMVと，倍精度 CRS形式の SpMVの比較を

行った．なお，計測時間に BCRSの変換時間は含めてい

表 6 BiCGStab 法の収束時間．カッコ内は反復回数

Table 6 Execution time (iter.) of BiCGStab.

Double, CRS DD, CRS DD, BCRS4×1

epb3 0.68 (3,904) 2.71 (2,712) 1.82 (2,708)

ex11 1.48 (1,550) 1.97 (1,312) 1.01 (1,313)

Raj1 No conv. 21.43 (8,102) 15.76 (8,102)

ない．対象問題は，BCRS4×1の効果があった 83問の中

から，キャッシュに収まらないサイズを持ち，倍々精度に

よって収束が改善される以下の 3問を選んだ．

( 1 ) N = 84,617，nnz = 463,625，BCRS4×1にすることで

CRS形式と比べ演算量が 1.6倍，DD-SpMVの計算時

間が 0.66倍になる “epb3”

( 2 ) N = 16,614，nnz = 1,096,948，BCRS4×1にすること

で CRS形式と比べ演算量が 1.4倍，DD-SpMVの計

算時間が 0.43倍になる “ex11”

( 3 ) N = 263,743，nnz = 1,302,464，BCRS4×1にするこ

とで CRS形式と比べ演算量が 2.2倍，DD-SpMVの

計算時間が 0.69倍になる “Raj1”

表 6 に，BiCGStab法の収束までの時間と反復回数を示

す．この実験から，我々は以下のような結果を得た．

• “epb3”は，倍々精度 BCRS形式を用いることで倍々

精度 CRS形式と比べ収束時間が約 67%，倍精度 CRS

形式と比べ収束回数が約 70%になった．

• “ex11”は，倍々精度 BCRS形式を用いることで倍精

度 CRS形式と比べ収束時間が約 68%，収束回数が約

85%，倍々精度 CRS形式と比べ収束時間が約 51%に

なった．

• “Raj1”は，倍々精度にすることで問題が求解できる

ようになり，BCRS形式を用いることで CRS形式と

比べ収束時間が約 74%になった．

5. まとめ

本研究では，BCRS形式の倍精度疎行列Aと倍々精度ベ

クトル xの積 y = Ax; DD-SpMVを AVX2を用いて高速

化を行った．AVX2を用いたCRS形式におけるDD-SpMV

は各行で端数処理や，レジスタ内の要素を yに足し込む必

要がある．BCRS形式は，これらの計算をなくし，メモリ

アクセスを改善することができるが，計算量が増えるとい

う問題点がある．

実験の結果，BCRS1×4や，ブロック・アンローリングの

効果は小さく，最も最適なブロックサイズは端数処理や y

への足し込みをなくせる BCRS4×1であると結論づけた．

実験の結果，我々は端数処理や yへの足し込みにかかる

時間は問題サイズ 105，1行あたりの非零要素数 32の問題

において全体の約 19%と推定できた，

メモリアクセスの改善効果は行列サイズに依存し，行列

サイズが大きな問題では，メモリアクセスの改善効果が高
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いことが分かり，今回扱った 100問題において，行列サイ

ズが 105 以上の問題はすべて BCRS4×1が CRSより高速

であるという結果が得られた．

また，CRS形式を BCRS形式に変換する時間は，BCRS

形式によって得られる高速化効果により多くの場合約 100

反復で回収でき，実際の反復解法においても有効であると

考えられる．

倍々精度 BCRS形式を用いた BiCGStab法は，倍々精度

CRS形式と比べ収束回数の影響を受けずに約 51%の時間

で求解でき，倍精度CRS形式で行った場合と比べ収束時間

を 68%，収束回数を約 85%にできた．これにより，AVX2

を用いた倍精度 BCRS形式疎行列と倍々精度ベクトルの

積は実際の反復解法で有効であることが分かった．今後の

課題として，分散メモリ環境上で BCRS形式を用いて実際

の反復解法の高速化を行う．
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