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1 はじめに

コンピュータにおける計算では，IEEE754によって規定された倍精度浮動小数点数を用
いるのが主流である．しかし，浮動小数点演算において，桁落ちや丸め誤差，情報落ちな
どの影響は避けられない．このような誤差の影響を検証するためには多倍長演算が必要で
あるが，特別なハードウェアのない通常の計算機環境で実現するのは難しい．
手軽に高精度演算を利用する方法として，2つの倍精度浮動小数点数を利用した，Double-

Double（DD）演算がある．DD演算は擬似的に4倍精度演算を実行する方法として，Bailey [2]

によって提案された．DD演算を利用した 4倍精度演算環境はいくつかの研究があり，Cや
C++のライブラリとして Baileyの QD [2]や，小武守らの Lis [4]，また近年椋木らによっ
てGPUを利用した実装も報告されている [5]．しかし，これらは特定のハードウェアやコ
ンパイラに依存する点や，プログラムコードの書き換えが必要な点で注意が必要である．
そこで[7]において，DD演算を用いて簡便に 4倍精度演算を利用できるような環境とし

て ‘QuPAT(Quadruple Precision Arithmetic Toolbox)’ [6]を，フリーの対話型数値計算ソフト
ウェアScilab [9]上に実装した．QuPATは次の 3つの特徴：(1) 4倍精度演算の利用に，プロ
グラムの変更をほとんど必要としない，(2)倍精度演算と 4倍精度演算，それらの混合演算
を同時に実行できる，(3)ハードウェアやOSには依存しない，を持つ．また[8]で，QuPAT

を用いて連立一次方程式に混合精度反復法を適用し，収束性の検証を行った．[3]の前処理
に単精度演算を用いる混合精度反復法に対し，我々は反復法のアルゴリズムのある部分に
のみ DD演算を適用している．
本講演ではまず，DD演算を用いたQuPATの特徴について述べ，悪条件行列を係数行列

に持つ連立一次方程式に対して，QuPATを用いて一般化共役残差（Generalized Conjugate

Residual，GCR）法の収束性を検証する．具体的には，GCR法において 2つのスカラー量
αと βに着目し，βに関する部分のみ DD演算にすることで，すべて DD演算で計算した
場合とほぼ同等の結果を示す事例を報告する．さらに，GCR法が収束しない場合，αと β
の計算のどの部分に原因があるかについても言及する．

2 QuPATの特徴

文献 [7]において，DD演算を用いた 4倍精度演算環境 ‘QuPAT ’を，オープンソースで
フリーの数値計算ソフトウェアScilab上に実装した．本節ではDD演算とQuPATの特徴に
ついての概略を述べる．



DDの数は，2つの倍精度浮動小数点数で表現する．実数 aを DDの数 A で表現する場
合，上位部 Ahi (aを倍精度に丸めた値)と，下位部 Alo ((a− Ahi) を倍精度に丸めた値)の
2つに分けられる．このとき，DDの数の符号と指数部は上位部Ahiのみによって決定され
る．また，DD演算はすべて倍精度演算の組み合わせで実装される．すなわち，既存の倍
精度演算のみの環境でも 4倍精度演算を扱える．例えば，DD加算には 20回，DD乗算に
は 24回の倍精度演算が必要となる．DD演算の詳細は [7]にある．

DD演算を利用して，QuPATは次の 3つの特徴を持つように実装している．

• 4倍精度演算の利用に，プログラムの変更をほとんど必要としないこと．

• 倍精度演算と 4倍精度演算を同時に実行できること．

• ハードウェアやOSには依存しないこと．

Scilabには新しいデータ型を定義でき，演算子をオーバーロードできる機能があり，これ
を利用して DD演算を組み込んでいる．

Scilabでは倍精度浮動小数点数がデータ型 ‘constant’によって定められ，スカラー，ベク
トル，行列がすべて同様に ‘constant’として扱われる．そこでScilab関数 ‘tlist’ を利用して，
DDの数のための新しいデータ型 ‘dd’ を定義した．上述の ‘constant’の性質から，新しく
データ型 ‘dd’ を定義するだけでスカラー，ベクトル，行列のすべてをDDの数へ自然に拡
張できた．加えて ‘dd’ に対する四則演算としてDD演算を用いて，演算子のオーバーロー
ドを適用し，‘constant’，すなわち倍精度数と同じ演算子 (+,−, ∗, /)で四則演算を行えるよ
うにした．
図 1は，ScilabとQuPATの関係を表している．QuPATによって，‘constant’（倍精度数）

と ‘dd’（DDの数）は同じ演算子で計算でき，かつ同時に利用できる．‘constant’と ‘dd’デー
タ型の変換は，‘d2dd’や ‘DD.hi’ で行える．通常のScilabの倍精度演算環境（図 1の左）は，
QuPATによってDD演算や，倍精度数とDDの数の混合精度演算環境へ自然に拡張される．
すなわち，QuPATを利用することで従来のScilabコードからほとんど変更なくDD演算を
利用できる．なお，QuPATは Scilabの言語機能のみで作成されているため，Scilabが動作
する環境であれば，ハードウェアやOSには依存しない．

3 QuPATを用いたGCR法の収束性に対する考察

GCR法は，非対称連立一次方程式 Ax = bに対するクリロフ部分空間反復法の 1つであ
り，理論的には各反復で残差ノルム ‖rk‖ = ‖b − Axk‖が減少し，高々n回の反復で収束す
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図 1: ScilabとQuPATの関係

1. Let x0 be an initial guess.

2. setr0 = b − Ax0, p0 = r0, q0 = Ap0, k = 0

3. while ||rk||2 < ε||r0||2 andk < n do

4. αk = (rk, qk)/(qk, qk)

5. xk+1 = xk + αkpk

6. rk+1 = rk − αkqk

7. For i = 0,1, · · · , k do

8. βk,i = −(Ark+1, qi)/(qi , qi)

9. pk+1 = rk+1 +
∑k

i=0 βk,i pi

10. qk+1 = Ark+1 +
∑k

i=0 βk,i qi

11. k = k+ 1

図 2: GCR法のアルゴリズム



る．ここで kは反復回数，nは係数行列 Aの次元数である．しかし，浮動小数点演算を用
いると収束しない場合がある．
本節ではQuPATを用いてGCR法の収束性について考察する．数値実験に用いた計算機

は CPU : AMD Turion(tm) X2 Dual-Core 2.00GHz，Memory 1.87GBであり，Scilabのバー
ジョンは 5.1.1である．初期ベクトルは x0 = (0,0, · · · ,0)T，右辺ベクトル bは解 x∗の値が
すべて 1となるように定める．最大反復回数は次元数 nとする．GCR法のアルゴリズムを
図 2に示す．

3.1 倍精度演算とDD演算の計算結果の比較

まず，倍精度演算のみを用いた場合とDD演算のみを用いた場合の計算結果を比較する．
以後， ‘double’は倍精度演算のみを用いた計算， ‘DD’ はDD演算のみを用いた計算を表す
ものとする．停止条件は ‘double’：‖rk‖2 ≤ 10−12‖r0‖2，‘DD’：‖rk‖2 ≤ 10−14‖r0‖2とする．係
数行列にはMatrixMarketから arc130，pores3を用いる．arc130の次元数は 130，条件数は
6.05×1010であり，pores3の次元数は 532，条件数は 5.61×105である．表 1に ‘double’と
‘DD’ の計算結果を示す．反復回数を Nとする．表中の相対残差は ‖b − AxN‖2/‖b − Ax0‖2
を表し，相対誤差は ‖xN −x∗‖∞/‖x∗‖∞を表すものとする．ここでは arc130を取り上げ，結
果を確認する．‘double’の場合，相対残差が 1.0× 10−10程度で停滞してしまい，相対誤差
が 1.81×100となり１桁も正しい解が得られない．一方で ‘DD’ の場合，15回の反復で相対
残差は 7.15× 10−16，相対誤差が 2.40× 10−6となり，理論通りに残差が減少した（図 3）．

表 1: ‘double’と ‘DD’ の計算結果

‘double’ ‘DD’

反復回数 N 相対残差 相対誤差 反復回数 N 相対残差 相対誤差
arc130 † 7.31e-11 1.82e+00 15 7.15e-16 2.40e-06

pores3 † 3.16e-06 3.06e-02 474 9.48e-15 3.81e-12

† : No convergence.

3.2 αと βに着目した混合精度GCR法

‘DD’ の場合，‘double’に比べて残差と誤差の精度が改善されることを前節で確認した．
しかし，すべての計算を DD演算で行うと，倍精度演算に比べて多くの計算時間とメモリ
量が必要となる．そこで，アルゴリズムの一部分に DD演算を適用する混合精度反復法に
よって，収束性が向上するか調べる．GCR法において 2つのスカラー量 αと βに着目し，
次の 2つの方針を与えて比較する．

(i) αk，xk+1，rk+1にDD演算を用い（図 2の 4～6行目），αkと rk+1をDDの数とする．

(ii) βk,i，pk+1，qk+1にDD演算を用い（図 2の 7～10行目），βk,iと qk+1をDDの数とする．

表 2:方針 (i)と (ii) の計算結果

方針 (i) 方針 (ii)

反復回数 N 相対残差 相対誤差 反復回数 N 相対残差 相対誤差
arc130 † 8.82e-11 2.29e+00 15 3.17e-15 2.40e-06

pores3 † 3.17e-06 3.07e-02 474 1.47e-14 4.05e-12

† : No convergence.
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図 3: arc130の収束履歴
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図 4: pores3の収束履歴

表 2に方針 (i)と (ii) の計算結果を示す．停止条件はどちらの方針も ‖rk‖2 ≤ 10−14 ‖r0‖2と
する．方針 (i)の場合，どちらのテスト行列に対しても相対残差の値は改善しなかった．こ
れに対して方針 (ii) の場合は，相対残差の値が改善し，‘DD’ の場合とほぼ同等の収束性を
示した（図 4）．
このように，方針 (ii) を用いること，すなわち βk,i，pk+1，qk+1のみをDD演算で計算す

ることでGCR法の収束性が改善し，すべての計算にDD演算を用いた場合とほぼ同等の結
果を示す事例があるとわかった．‘DD’ の場合と方針 (ii) の場合で反復回数が等しい arc130

に対して，収束までの計算時間は ‘DD’ で 8.27秒，方針 (ii) で 1.92秒となり，1/4に短縮
された．また，メモリ使用量についても ‘DD’ の場合は ‘double’に対して 2倍必要となる
が，方針 (ii) の場合は qk+1のみ DDの数で保持するため，‘double’に対して約 1.5倍で済
む．よって，方針 (ii) はすべての計算を DD演算で行うよりも，計算時間の面からもメモ
リ使用量の面からも有効であると考えられる．
一方，[1] において，αkが 0に近い値になるとき，残差の停滞と関連することが報告さ

れている．混合精度演算を用いることで，αk ≈ 0となる原因が数値計算の結果から明らか
になっており，講演時には αkや βk,i の計算のどの部分が原因で上記の事例が起きたり，残
差の停滞を引き起こすかについて具体的に述べる．
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