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The author shows performance results of eigenvalue analysis for large symmetric band matrices

with some legacy and stable algorithms on a PC. Until now the computation speed was acceler-

ated by CPU’s clock speed, however in future it will be accelerated by Mulicore CPU with slow

clock speed. It is necessary to distinguish whether these legacy and stable eigenvlaue analysis
codes for the band matrices can be survive in future Multicore environment or not.
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1. はじめに
固有値問題には、標準固有値問題 Ax = λx と、一

般固有値問題 Ax = λMx があり、x �= o となる x を
固有ベクトル、 λ を固有値という。行列 A, M が実数
か複素数か、対称か非対称かによって問題の数学的な
難しさが大きく異なる。本発表では、A が実対称の標
準固有値問題を扱う。行列を半分だけ格納すればいい
ことに加え、すべての固有値、固有ベクトルが実数に
なることが数学的に保証される。
実対称行列に対する標準固有値問題では、ハウスホ

ルダー変換などを用いた相似変換により行列 A を３重
対角化し、３重対角行列に対してスツルム２分法やＱ
Ｒ法を用いて固有値と固有ベクトルを求め、３重対角
行列の固有ベクトルに相似変換の逆変換を施して元の
行列の固有ベクトルを求める。相似変換は固有値を変
えないので、固有ベクトルが不要なら計算量を大幅に
節約できる。しかし、この方法は N * N のメモリ領域
を必要とし、３重対角化と逆変換では O(N3) の演算
を必要とする。
いっぽう、数値シミュレーションで扱う行列は大規

模かつ疎で、メモリ上に N ∗ N の領域を確保するのは
容易でない。連立一次方程式の解法として反復法を使
うように、固有値解法でも「疎な構造をそのまま保つ」
アルゴリズムが必要となる。
これまで、 CPU の高速化に対応してこれらのアル

ゴリズムも自然と高速化されてきた [1]。いっぽう、こ
れまでの高速化の多くがクロックスピードの高速化に
よるものであるのに対し、最近の高速化は CPU のマ
ルチコア化によってなされ、クロックスピードはむし
ろ遅くなっている。本報告では、このような環境で古
典的な対称帯行列に対するコードが有効性を保てるか
という点について議論する。

2. 帯行列に対する古典的アルゴリズム

非ゼロ要素が対角要素から m1 までの範囲に限定さ
れる行列を帯行列といい、疎行列は帯行列とみなせる。
対称帯行列に対する古典的な固有値解析アルゴリズム
には、「村田法（mura2)」と「帯行列に対するスツルム
逆反復法（eigv2)」がある [2]。

村田法では、帯の外側に発生する非ゼロ要素を複数
のハウスホルダー変換によって消去し [3] 、帯構造を
保ちながら３重対角化し、２分法によって３重対角行
列の固有値を求める。ＱＲ法は N ∗ N の領域を必要と
するためここでは使用できない。３重対角行列の固有
値をシフト点として逆反復法を行い、元の行列に対す
る固有値と固有ベクトルを求める。３重対角化は必須
で、その後の処理は固有値・固有ベクトルの組数に応
じた時間とメモリが必要になる。固有ベクトルが不要
なら、３重対角行列に対する２分法で打ち切ればよい。

帯行列に対するスツルム逆反復法は、３重対角行列
に対する２分法・逆反復法と同様だが、スツルムカウン
トと逆反復の対象が対称帯行列になる。固有値カウント
には、部分軸選択付きガウスの消去法と類似のMartin-
Wilkinson の特殊ガウスと、軸選択なしの対称帯ガウ
スを使う。逆反復法のかわりに同時逆反復法を使用し
てもいいし、一般固有値問題への拡張もできる。

これらのアルゴリズムの高速化には、帯行列に対す
るハウスホルダー３重対角化と帯行列に対するガウス
の消去法がキーとなる。逆反復法におけるシフト点の
移動 A − αI では、行列が悪条件になりやすいため部
分軸選択付きのガウスの消去法が必要であり、部分軸
選択を回避するアルゴリズムでは数値的な問題が生じ
る。単一 CPU のベクトル型スーパーコンピュータ向
けコードが [2] に公開されている。
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3. 予備評価実験
２次元一般化ポアソン方程式を差分法で離散化した

規則的疎行列（正定値）を対称帯行列とみなして、 [2]
に示されているコード mura2, eigv2 をそのまま実行し
た。次元は N = 2 ∗ m1 ∗ (m1 + 3) で、小さいほうか
ら 2 ∗ m1 組の固有値・固有ベクトルを求めた。
計測は、パソコンまたは並列計算機の 1 CPU を用

い、メモリ容量を 2GB とした。「1 CPU で逐次コー
ドを実行する」想定なので、複数 CPU のマシンでも
1 CPU のみとした（複数 CPU を使用する設定にして
いないだけで、特殊な設定をしたわけではない）。

表–1 村田法 PowerPC 2GHz (sec)

N/m1 ３重対角 ２分法 逆反復 合計
45,450 2,690 5.01 352 3,050
(150) (88%) (11%) 51分

80,600 13,000 11.6 1,310 14,300
(200) (90%) ( 9%) 4時間

125,750 48,200 23.0 4,580 52,800
(250) (90%) ( 8%) 15時間

表–2 村田法 m1=100/N=20,300 (sec)

３重 ２分 逆反 合計
Power3-II (400M) 962 4.23 163 1,130

Xeon (3.2G) 364 1.05 54.9 420
PowePC (2G) 392 1.40 65.8 460

Itanium2 (1.3G) 453 1.92 81.3 536

表–3 スツルム逆反復法 PowerPC 2GHz (sec)

N/m1 ２分法 逆反復 合計
45,450 2,410 990 3,400
(150) (70%) (29%) 50分

80,600 15,200 7,630 22,800
(200) (67%) (33%) 6時間

125,750 52,800 20,700 73,500
(250) (71%) (28%) 20時間

表–4 スツルム逆反復法 m1=100/N=20,300 (sec)

２分法 逆反復 合計 (比)
Power3-II (400M) 918 373 1,290 (2.8)

Xeon (3.2G) 305 156 462 (1.0)
PowerPC (2G) 324 138 463 (1.0)

Itanium2 (1.3G) 318 148 467 (1.0)

村田法 mura2では、ハウスホルダー３重対角化が全
実行時間の 80%以上を占め、その比率は問題が大規模

になるにしたがって大きくなる。逆反復法では、十数
パーセントの実行時間で 2*m1 組の固有値・固有ベク
トルの組を求めているが、個々の組の処理を分離する
ことで並列化が可能である。固有ベクトルの直交性を
保つための処理は並列化の阻害要因となりうるが、そ
れでも逐次処理になるわけではない。いっぽう、ハウ
スホルダー３重対角化はひとつの処理であり、内部で
の演算が並列化可能かを見極める必要がある。
帯行列に対するスツルム逆反復法 eigv2 の実行時間

は、２分法が 70% 程度、帯行列に対する逆反復法が
30% 程度である。２分法を多分法に置き換えることも
可能 [4] である。しかし、両方の処理で核となってい
るのは帯行列に対する部分軸選択付きのガウスの消去
法なので、並列化による性能向上は部分軸選択付きガ
ウスの消去法の並列化にかかってくる。同様なことは、
村田法における逆反復法にもいえる。
対称帯行列に対する古典的な固有値解析の高速化の

キーは、共有メモリにおける「対称帯行列に対するハウ
スホルダー３重対角化」と「帯行列に対する部分軸選択
付きガウスの消去法」の並列化となる。しかし、 SMP
マシンで OpenMP を用いて並列化した経験 [5]から考
えると、これらの並列化は容易でない。実際、SMP と
マルチコアでは処理の粒度が異なるので、測定してみ
ないと正確なことはわからない。

4. まとめ
近年のパソコンでは 2GBを越えるメモリが使えるた

め、古典的アルゴリズムでも結構な問題が解ける。し
かし、最近のマルチコア化では共有メモリ上の並列化
が前提となっているため、高速化にはどれだけ並列化
できるかにかかってくる。一般に、限られたメモリで
処理を行う帯行列アルゴリズムは逐次的にならざるを
えず、並列化の効果が乏しい。今後、古典的アルゴリ
ズムの性能で満足できるのか、それとも疎行列のまま
で並列処理できる新アルゴリズムが必須なのかの見極
めが重要になってくる。
マルチコアでの性能は当日示す。
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