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�� はじめに
コンピュータにおける計算では，浮動小数点数による

近似計算が主流である．しかし，浮動小数点演算におい

て，桁落ちや丸め誤差，情報落ちなどの影響は避けられ

ない．現在標準的に用いられている，�������によっ

て規定された倍精度浮動小数点数は，有効桁数が ��進

��桁であり，連立一次方程式 �� � � の反復解法にお

いて，丸め誤差の影響で残差が停滞する場合や，残差は

減少しても誤差が減少しない場合などが知られている．

このような誤差を少なくするためには多倍長演算が必要

であるが，特別なハードウェアのない通常の計算機環境

で実現するのは難しい．

本研究では，�倍精度演算を対話型数値計算ソフトウェ

ア ����� �!上に，ツールボックス "#�$��%#���&�'��

$&����� �&(���(� ������)*+ として実装した．

#�$�� は，� 倍精度演算を , つの倍精度浮動小数点

数を用いて倍精度演算のみで実行する -�����.-�����

（--）演算に基づいている．#�$��の特徴は，%*倍精

度演算と �倍精度演算で同じ演算子が利用できること，

%*倍精度演算と �倍精度演算と同時に実行したり，混

合演算も実行できること，%* �����が動作する環境で

あれば，ハードウェアや	�に依存しないこと，である．

本稿ではまず --演算を紹介し，#�$��の実装方法や

その特徴について述べ，利用例を通じて #�$��の有効

性を示す．

�� 		演算
#�$��で用いた --演算は，-����& ,!や /��(� 0!

らによる誤差のない厳密な浮動小数点数アルゴリズムに

基づいている．-- の数は，,つの倍精度浮動小数点数

で表現する．実数 �を --の数�で表現する場合，��

（上位）と ���（下位）を用いて，次のように表す：

�� � %�を倍精度に丸めた値* %�*

��� � %%� ���*を倍精度に丸めた値* %,*

この方式と，�������準拠の � 倍精度浮動小数点数の

構成ビット数を図 � に示す．�������準拠の �倍精度

数の有効桁数が ��進で 0�桁であるのに対し，--の数

は ��進で 0�桁である．これは �������準拠の �倍精
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度数よりも短いが，倍精度演算のみで実装できるという

メリットがある．

--演算を実装するためには，倍精度演算が誤差なし

に計算できなければならない．そこで，,つの倍精度浮

動小数点数を用いて倍精度演算の結果を保持する，�つ

のアルゴリズムを定義する．

��� ��� ���：倍精度加算と倍精度に収まりきらない

誤差分を計算する� �
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--演算は上記のアルゴリズムを用いて，倍精度演算

の組み合わせで次の ���
��� のように定義される．ただ

し ����2���，3�3�23��，4�4�24��とする．
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たとえば，--加算には ,�回，--乗算には ,�回の

倍精度演算が必要となる．このようにして，既存の倍精

度演算のみの環境でも手軽に �倍精度演算を扱える．実

装の詳細は  �!にある．


� �����の実装
����� はフランスの �56�� %���((�( 5�(���� ��

6����&��� �� ��7�&��(8�� �( �� ��(���(8��* で開

発されているオープンソースでフリーの数値計算ソフト

ウェアである．本節では，#�$��の �����への実装に

ついて述べる．#�$�� では � 倍精度数に該当する ��

型を新たに定義し，既存の倍精度数に該当する ����(��(

型と同時に利用できるようにした．また，演算子を多重

定義し，倍精度，�倍精度演算に加え，混合精度演算も全

て同じ演算子 %2��� �� �*が使えるようにした．#�$��

を利用することで，通常の ����� の倍精度演算とほぼ

同様かつ同時に，�倍精度演算を扱うことができる（図

,）．なお，#�$��は �����の言語機能のみで作成され

ているため，�����が動作する環境であればハードウェ

アや 	�には依存しない．
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��� ��の数の導入

����� では関数 "(��(+ を用いて新しいデータ型を定

義できる．関数 (��(は �����においてオブジェクトを

生成するもので，次のように記述する．
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ここで (9'は型の名前で，ユーザが自由に設定すること

ができる．��
 :::
 ��は含まれる要素である．このよう

に作成した型は，422におけるクラスのように，複数

のデータをひとつのデータとみなす．

����� では倍精度浮動小数点数がデータ型 "���.

�(��(+ によって定められている．そこで関数 (��( を

利用して，-- の数のために新しいデータ型 "��+を定

義した．#�$�� で �� 型の変数を生成するために，以

下の関数を定めている．

��)*��	) � � ""������	�

� � ������&""&�&��&�&�	&��������	��

�)"��)*��	)

たとえば，����%�
�*のように入力すると，値 �:�を持

つ �� 型変数 �が生成される．ここで  ;��<
;�<
;��<! は，

データ型と各要素の名前を表し，��
 ���はそれぞれ倍

精度浮動小数点数を持つ ����(��(型の変数を表してい

る．��型変数の上位部 ��（下位部 ���）を参照する際

には，�:�（�:��）と入力すれば良い．上位部を参照する

ことは，��型から ����(��(型に変換することと同義で

ある．また #�$��では，����(��(型の変数を ��型に

変換する関数 �,��を定めている．

�����ではスカラー，ベクトル，行列がすべて ����(��(

型として扱われているため，われわれは新しく ��型を

定義するだけでスカラー，ベクトル，行列のすべてを

--の数へ自然に拡張できる（図 0）．
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図�� �������� 型から ��型への拡張

��� 演算の定義

�����では新しいデータ型に対して，四則演算などの

演算子を多重定義でき，新しいデータ型に対する演算で

は，予め定められた関数が呼ばれる．��型に対する四則

演算として --演算を演算子多重定義し，����(��(型，

すなわち倍精度数と同じ演算子で四則演算を行えるよう

にした．

��� 関数の定義

既存の �����関数は，新しいデータ型を引数に持つこ

とができない．そこで，既存の関数に対応する ��型変

数用の関数を，���7���(�� �����という名前で定め

た．たとえば，平方根を求める �����関数 ;�8&(<に対し

て ��型変数の平方根を求める ;���8&(<という関数を作

成した．他にも絶対値を求める関数や，内積，ノルムを

計算する関数など，,�個程度の関数を作成した．

�� �����の使用例
#�$��を用いれば，プログラムをほとんど変更する

ことなく --演算を利用でき，倍精度演算では理論どお

りにならない場合などで，簡単により高精度な演算を試

行できる．本節では倍精度演算と--演算を比較し，演

算精度に対する依存性を検証する．�����は �:�:�を用

いている．

��� �次方程式の求解

,次方程式 �	� 2 �	 2 
 � �の解を求める際には，理

論的には解の公式

	 �
���

�
�� � ��


,�
%0*

を用いればよい．しかし係数が � � 
 � �� � � ���� の

ような場合には，分子の計算で桁落ちを引き起こす可能

性があり，倍精度演算では計算に工夫が必要となる．

まず，�����でのプログラムを示す．,つの解 	�� 	�

と，それぞれの残差を計算する．倍精度演算の場合は以

下のとおりである．

� � ��� � ��++++++�* � ��

, � � � � �(+ � *�

-� � ����.!�,��/�(+ ���

-� � ����.!�,��/�(+ ���

!��
-� � ���� -� -� � � -� � *��

!��
-� � ���� -� -� � � -� � *��

-- 演算の場合は変数の型を �� 型で定義し，平方根や

絶対値の関数を少し変更する必要があるが，単純な修正

でよい．

� � ""��+��� � ""��++++++�+��* � ""��+��

, � � � � �(+ � *�

-� � ���""�.!�,��/�(+ ���

-� � ���""�.!�,��/�(+ ���

!��
-� � ""���� -� -� � � -� � *��

!��
-� � ""���� -� -� � � -� � *��

計算結果を表 � に示す．	� はほぼ同じだが，	� は倍

精度演算と --演算で大きく異なっている．解 	� の残

差は，倍精度演算の場合 ���� 程度であるが，-- 演算

では ����� と大きく改善されている．=�(����(�� の

5���>�で計算すると，

0- �1 �(+++++++++++�+++++++++++� �+2�34�

0- �1 ������(�����5������������+4



表�� 解の公式による計算結果の比較

������ --

	�%����* ?�??????????@? ?�??????????@?

�	�
�

2 �	� 2 
 ��� ���

	�%�����* ������������?0 ��������������

�	�
�

2 �	� 2 
 ������ ���� 0�0,?� �����

となる．倍精度演算に比べ，--演算では精度良く解が

求まっていることがわかる．このようにプログラムに工

夫が必要となる場合でも，より理論に近い形でプログラ

ムが記述できる．

��� 連立一次方程式の反復解法

連立一次方程式 �� � � の反復解法である�46%�*

法は，理論上は各反復で残差ノルムが減少し，高々次元

数の反復で解に収束するが，浮動小数点演算では残差が

停滞する場合や，誤差が減少しない場合などが知られて

いる．ここでは =�(&)=�&��( �! の �&��0� に対して，

倍精度演算と--演算の結果を比較する．プログラムの

変更点は変数の定義，内積，ノルム計算である．�&��0�

の次元数は �0�で，����� 関数 ;����<を用いて条件数

を求めると ���� � ���� である．最大反復回数は ����，

リスタート周期は� � ��，右辺ベクトルは解�
�の値が

すべて �となるように定め，�� � � とした．停止条件

は以下のように定めた．ただし，�� � ����� である．

	��	� 
 ����� 	��	� %������* %�*

	��	� 
 ����� 	��	� %--* %�*

結果を表 , に示す．理論的には最大反復 �0� 回で解に

収束するはずが，倍精度演算の場合は相対残差が ��� �

����� 程度で停滞し収束しない（図 �）．-- 演算の場

合，反復 �@回で相対残差が ?�@?� ����� となる．これ

らの違いは計算精度の影響である．倍精度浮動小数点数

の有効桁数は ��進で ��桁のため，条件数が ���� であ

るこの問題に対して，十分な精度の解を得ることができ

なかった．しかし --演算を用いることで，理論どおり

のふるまいを確認できた．

#�$��は少量のプログラム変更で --演算へ移行で

きるため，倍精度演算で理論とは異なる結果となった場

合にも，簡単に --演算で誤差の影響を確認できる．

表�� 反復回数，相対残差ノルム，相対誤差ノルムの比較

反復回数 	�	��	��	� 	�� �
�	��	�

�	�

������ ���� �:,@�.�� ?:,��2��

-- �@ ?:@?�.�? ,:���.�@

1.00E-20
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1.00E-16
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1.00E-10
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1.00E-02
1.00E+00
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図�� 収束履歴

�� まとめ
倍精度演算での計算結果を検証するためには，より高

精度な演算環境が必要となる．本研究では，�����上で

手軽に利用できる �倍精度（--）演算ツールボックス

"#�$��%#���&�'�� $&����� �&(���(� ������)*+

を作成した．#�$��は 1��サイト  �!からダウンロー

ド可能である．#�$��を利用すれば，�����の対話型

プログラムの特徴を活かしつつ，わずかなプログラム

の変更で �倍精度での検証を行える．なお，#�$��は

�����が動作する環境であればハードウェアや 	�には

依存しないが，演算を高速化するには �����の機能であ

る 4言語とのリンクを利用すればよい．しかし 4言語

のプログラムを導入することで，ツールボックスが計算

機や 	�に依存するようになる．

現在の #�$��には基本的な四則演算や，主に線形計

算に必要な関数を実装している．しかし，三角関数など

はまだ実装していないため，今後はより便利なツール

ボックスとして機能を充実させていきたい．

参考文献

�* �����
 �(('ABB111:�����:�&CB

,* �: D: -����&
 � E���(�C.$��( �����8�� 7�& �).

(����C (�� �>������ $&�����
 5���&: =�(�:

F��: �@
 ,,�.,�,%�?��* :

0* -: �: /��(�
 ��� �&( �7 4��'�(�& $&�C&����C


>��: ,: ������ �����9 %�?�?*:

�* �: ��(�
 �: ���1�(� ��� �: ����C�1�
 -�>���'.

���( �7 #���&�'�� $&����� �&(���(� ������)

#�$�� �� �����
 �44��,���
 $&������C� $�&(

��
 G54� ����
 ��.�� %,���*:

�* =�(&)=�&��(


�(('ABB��(�:��(:C�>B=�(&)=�&��(B

�* #�$��


�(('ABB111:�:��C�:(��:��:H'B8�'�(:�(��


