
倍精度演算を用いた 4倍精度演算環境の実装と効果
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1 はじめに

　コンピュータにおける数値計算で用いら
れる浮動小数演算では，桁落ちや丸め誤差
の影響は避けられない．これらを克服する
ためには，浮動小数点数のビット数を増や
すか，特別なアルゴリズムが必要となる．
本研究では，Dekker [1]らによる丸め誤

差を考慮した浮動小数点数アルゴリズムに
基づき，倍精度演算の組み合わせで計算さ
れる 4倍精度 Double-double演算 (DDと記
す [2])を Scilab [3]に実装し，悪条件な連立
一次方程式に一般化共役残差（Generalized
Conjugate Residual, GCR）法を適用し，多
倍長演算の有効性を示す．
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図 1: Scilab上での DDへの拡張

2 DDの実装

　 DDでは，数 αを 2つの倍精度浮動小数
点数 A.hi と A.lo を用いて，以下のように
表す：

A.hi = (αを倍精度に丸めた値)
A.lo = ((α − A.hi)を倍精度に丸めた値)

　われわれの実装では，Scilabに2つの con-
stantを持つ新しい型 ”dd”を設定し，四則演
算の多重定義や，既存の関数の拡張を行っ
た．この結果，DDを従来の Scilabの記述
と矛盾なく導入できた（図 1）．

3 DDを用いたGCR(m)法の特
性解析

　連立一次方程式Ax = bの反復解法である
GCR(m)法（mはリスタート周期）は，各
反復で残差ノルムが減少し，高々次元数の
反復で解に収束する．しかし，浮動小数演
算では残差が停滞する場合や，残差は減少
しても誤差が減少していない場合などが知
られている．
今回，悪条件の行列 Aとして，非零成分

が ai+2,i = γ, ai,i = 2, ai,i+1 = 1の Toeplitz
行列を選んだ．右辺ベクトルは，解x∗の値
がすべて 1となるように定め，初期ベクト
ル x0 = 0とし，N = 50とした．
m = ∞（リスタートなし）とし，反復 50

回目の相対残差ノルムを図 2に示す．これ
から，本来の倍精度の演算精度で計算でき



るのは，停止条件を ‖rk‖2 ≤ 10−12‖r0‖2とし
たときγ = 3.4，条件数 8.1×103までであり，
DDを用いれば γ = 5.8，条件数 2.6× 108ま
で収束することがわかる．
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図 2: 50反復における条件数と相対残差

　次にリスタート周期mを Nに近い値とし
た．γ = 7のときのDDの収束履歴を図 3に
示す．停止条件を ‖rk‖2 ≤ 10−12‖r0‖2とした
とき，m = ∞では収束しないのに対して，
m = 47は 231回，m = 50は 89回，m = 53
は 96回の反復で収束した．m = ∞, 50, 53で
は 50反復付近で残差は急落し，リスタート
後の 50反復で再び残差が減少した．m = 47
の場合は残差の減少が小さい．
停止条件を ‖rk‖2 ≤ 10−24‖r0‖2 とした

とき，m = 47 は 328 回，m = 50 は 148
回，m = 53 は 154 回の反復で収束した．
m = ∞, 50, 53では 50反復付近での相対残
差ノルムは 1.42 × 10−12 程度となる．しか
し m = 50, 53は，リスタート後の 50反復
で再び残差が大きく減少する．
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図 3: 収束のリスタート周期依存性

　このように，m = ∞では収束しない問題
に対して，リスタート周期をm ≥ Nとする
と，残差の減少に大きな効果がある．
上記の結果をふまえてm = 50，停止条件

を ‖rk‖2 ≤ 10−12‖r0‖2とした．倍精度では，
γ = 4（条件数 2.1× 105）では収束せず，相
対誤差ノルムは 3.05 × 10−4となる．DDの
場合は γ = 4あたりでは精度の良い解を得
られるが，γ = 8（条件数 2.5 × 1011）のと
き 98反復で収束するものの，相対誤差は
5.61 × 10−3となる．
停止条件をそのままで，DDを用いるこ

とで，倍精度では収束しにくい問題に対し
て収束性が向上するが，倍精度の場合と同
様に，条件数が大きくなると誤差が減少し
ない．これに対して γ = 8のとき停止条件
を ‖rk‖2 ≤ 10−24‖r0‖2 のように厳しくする
と，196回の反復で相対誤差は 2.84× 10−15
まで改善される．

4 まとめ

　反復解法は浮動小数演算では悪条件な問
題に対して残差が停滞してしまう傾向があっ
た．これに対し DDを用いて，GCR(m)法
のリスタート周期をm ≥ Nとしたとき，残
差がさらに減少することがわかった．DDを
用いても，条件数が大きくなると誤差が減
少しない傾向は，倍精度と変わらないこと
もわかり，環境に応じて停止条件を設定す
る必要があるといえる．
われわれはDDを Scilabに実装した．演

算の多重定義や，既存の関数の拡張により，
従来の Scilabのコードとほぼ同様の記述で
DDを利用することができる．これを使う
ことで，浮動小数演算による丸め誤差の影
響を強く受けるアルゴリズムの検証を手軽
に行うことができる．
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